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LỜI GIỚI THIỆU 

Từ thế kỷ thứ 17, phương pháp nghiên cứu mẫu đã ra đời, ngày càng được phát triển và được 

sử dụng rộng rãi trong nhiều lĩnh vực. Việc thu thập mẫu, trình bày mẫu, tính toán các đặc 

trưng mẫu là những bước hết sức quan trọng, có vai trò quyết định đến tính đúng, sai của bài 

toán phân tích thống kê toán học. Vì vậy, vấn đề chọn mẫu, biểu diễn số liệu cũng như tính 

toán các đặc trưng mẫu là không thể thiếu trong nghiên cứu cũng như trong nội dung giảng 

dạy ở các trường đại học, cao đẳng. Nhằm hoàn thiện giáo án giảng dạy cũng như cung cấp 

tài liệu tham khảo cho thầy cô và các em sinh viên, tôi chọn báo cáo “Chứng minh công thức 

về phân phối của các đặc trưng mẫu”.  

Báo cáo học thuật chia làm hai phần: 

Phần 1: Trình bày một số khái niệm cơ bản về tổng thể và mẫu cũng như định nghĩa 

của một số đặc trưng mẫu cơ bản và tính chất của các đặc trưng mẫu này.  

Phần 2: Trình bày chứng minh về phân phối của một số đặc trưng mẫu đã nêu trong 

phần 1. 
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1. Kiến thức cơ sở 

1.1. Tổng thể và mẫu 

Tổng thể là tập hợp tất cả các đối tượng có chung một tính chất nào đó mà ta đang quan tâm. 

Mỗi phần tử trong tổng thể được gọi là một cá thể trong tổng thể đó. 

Số lượng cá thể trong tổng thể được gọi là quy mô của tổng thể. 

Biến ngẫu nhiên gốc X là đặc trưng cần nghiên cứu của tổng thể 

Ví dụ: Để điều tra thời gian tự học của sinh viên Đại học Mỏ - Địa chất thì 

 Tổng thể là toàn bộ sinh viên của trường Đại học Mỏ - Địa chất. 

 Mỗi sinh viên của trường là một cá thể trong tổng thể đó. 

 Biến ngẫu nhiên gốc X là biến ngẫu nhiên chỉ thời gian tự học của sinh viên. 

Khi nghiên cứu về tổng thể, có 2 loại biến ngẫu nhiên 

 Biến định lượng là biến chỉ các số đo của các cá thể. Ví dụ như chiều cao, cân nặng, 

thu nhập… 

 Biến định tính là biến chỉ tính chất nào đó của cá thể. Ví dụ như giới tính, tôn giáo… 

Ta cũng có thể gán các tính chất của biến định tính với một số nguyên tương ứng. Như vậy 

khi nghiên cứu tổng thể ta luôn có thể giả sử là các các phần tử của tổng thể có dấu hiệu định 

lượng. 

Có tổng thể rất lớn cỡ hàng tỷ (ví dụ như tổng thể loài người...), cũng có tổng thể rất nhỏ 

(Tổng thể các con gấu trúc, hóa thạch khủng long...) 

Nếu thu thập được số liệu của toàn bộ tổng thể thì kết quả nghiên cứu sẽ càng chính xác. Tuy 

nhiên, thông thường quy mô của tổng thể là rất lớn. Do đó,thu thập số liệu toàn bộ tổng thể sẽ 

có một số hạn chế sau: 

 Tốn kém (Thời gian, tiền bạc…) 

 Không thể thực hiện được trong nhiều trường hợp 

 Phá hủy hiện vật 

Mẫu là tập hợp 𝑛 phần tử được lấy ra từ tổng thể, 𝑛 được gọi là cỡ mẫu. Dựa trên thông tin 

trên mẫu, ta sẽ suy diễn ra các nhận định về toàn bộ tổng thể. Như vậy, ta làm việc trên mẫu 

nhưng mục tiêu lại là hiểu biết về toàn bộ tổng thể. 

Kí hiệu 𝑊 = (𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛) là mẫu ngẫu nhiên 

             𝑤 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) là mẫu cụ thể 

1.2. Các số đặc trưng của mẫu 

Khi nghiên cứu mẫu, người ta thường quan tâm đến một số đặc trưng của mẫu. 

Định nghĩa 1. Cho mẫu ngẫu nhiên 𝑊 = (𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛). Trung bình mẫu ngẫu nhiên, kí hiệu 

là 𝑋̅ và được tính bằng 
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𝑋̅ =
𝑋1 + 𝑋2 + ⋯ + 𝑋𝑛

𝑛
=

1

𝑛
∑ 𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

. 

Nếu có mẫu cụ thể 𝑤 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) thì ta sẽ tính được giá trị của 𝑋̅, kí hiệu là 𝑥̅, gọi là 

trung bình mẫu cụ thể (trung bình mẫu). Như vậy  

𝑥̅ =
𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛

𝑛
=

1

𝑛
∑ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

. 

Định lí 1. Nếu biến ngẫu nhiên gốc 𝑋 có 𝐸𝑋 = 𝜇 và Var(𝑋)= 𝜎2 thì 𝐸𝑋̅ = 𝜇 và Var(𝑋̅) =
𝜎2

𝑛
. 

Chứng minh. 

Theo tính chất của kì vọng toán ta có  

𝐸(𝑋̅) =
1

𝑛
∑ 𝐸(𝑋𝑖) =

𝑛. 𝜇

𝑛
= 𝜇.

𝑛

𝑖=1

 

Để ý rằng các đại lượng 𝑋𝑖 là độc lập, có cùng phân phối với biến ngẫu nhiên gốc 𝑋. Do đó, 

theo tính chất của phương sai, ta có 

𝑉𝑎𝑟(𝑋̅) = 𝑉𝑎𝑟 (
1

𝑛
∑ 𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

) =
1

𝑛2
. 𝑛𝜎2 =

𝜎2

𝑛
. 

Định nghĩa 2. Cho mẫu ngẫu nhiên 𝑊 = (𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛). Phương sai mẫu ngẫu nhiên, kí hiệu 

là 𝑆̂2 và được tính bằng 

𝑆̂2 =
1

𝑛
∑(𝑋𝑖 − 𝑋̅)2

𝑛

𝑖=1

. 

Nếu có mẫu cụ thể 𝑤 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) thì ta sẽ tính được giá trị của 𝑆̂2, kí hiệu là 𝑠̂2, gọi là 

phương sai mẫu cụ thể (phương sai mẫu). Như vậy  

𝑠̂2 =
1

𝑛
∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)2

𝑛

𝑖=1

 

 

Định lí 2. Nếu biến ngẫu nhiên gốc 𝑋 có 𝐸𝑋 = 𝜇 và Var(𝑋)= 𝜎2 thì  

𝐸(𝑆̂2) =
𝑛 − 1

𝑛
𝜎2. 

 

Chứng minh. 

Ta có 

(𝑋𝑖 − 𝑋̅)2 = [(𝑋𝑖 − 𝜇) − (𝑋̅ − 𝜇)]2 = (𝑋𝑖 − 𝜇)2 − 2(𝑋𝑖 − 𝜇)(𝑋̅ − 𝜇) + (𝑋̅ − 𝜇)2. 
Do đó, 



4 

 

𝑆̂2 =
1

𝑛
∑(𝑋𝑖 − 𝑋̅)2

𝑛

𝑖=1

=
1

𝑛
∑(𝑋𝑖 − 𝜇)2 − 2(𝑋̅ − 𝜇).

1

𝑛
 ∑(𝑋𝑖 − 𝜇)

𝑛

𝑖=1

+

𝑛

𝑖=1

(𝑋̅ − 𝜇)2. 

Vì 
1

𝑛
 ∑ (𝑋𝑖 − 𝜇)𝑛

𝑖=1 =
1

𝑛
 ∑ 𝑋𝑖 − 𝜇 = 𝑋̅ − 𝜇𝑛

𝑖=1  nên 

𝑆̂2 =
1

𝑛
∑(𝑋𝑖 − 𝜇)2 − 2(𝑋̅ − 𝜇)2 +

𝑛

𝑖=1

(𝑋̅ − 𝜇)2 =
1

𝑛
∑(𝑋𝑖 − 𝜇)2 − (𝑋̅ − 𝜇)2

𝑛

𝑖=1

. 

Suy ra, 

𝐸(𝑆̂2) = 𝐸 [
1

𝑛
∑(𝑋𝑖 − 𝜇)2 − (𝑋̅ − 𝜇)2

𝑛

𝑖=1

] =
1

𝑛
∑ 𝐸(𝑋𝑖 − 𝜇)2 − 𝐸(𝑋̅ − 𝜇)2

𝑛

𝑖=1

 

Mặt khác, 

 Vì  𝐸(𝑋𝑖) = 𝜇,nên 𝐸(𝑋𝑖 − 𝜇)2 = 𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑖) = 𝜎2 

 Vì  𝐸(𝑋̅) = 𝜇,nên 𝐸(𝑋̅ − 𝜇)2 = 𝑉𝑎𝑟(𝑋̅) =
𝜎2

𝑛
 

Ta được 

𝐸(𝑆̂2) = 𝜎2 −
𝜎2

𝑛
=

𝑛 − 1

𝑛
𝜎2. 

Định nghĩa 3. Cho mẫu ngẫu nhiên 𝑊 = (𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛). Phương sai mẫu ngẫu nhiên hiệu 

chỉnh, kí hiệu là 𝑆2 và được tính bằng 

𝑆2 =
1

𝑛 − 1
∑(𝑋𝑖 − 𝑋̅)2

𝑛

𝑖=1

. 

Nếu có mẫu cụ thể 𝑤 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) thì ta sẽ tính được giá trị của 𝑆2, kí hiệu là 𝑠2, gọi là 

phương sai mẫu cụ thể hiệu chỉnh (phương sai mẫu hiệu chỉnh). Như vậy  

𝑠2 =
1

𝑛 − 1
∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)2

𝑛

𝑖=1

. 

Định lí 3. Nếu biến ngẫu nhiên gốc 𝑋 có 𝐸𝑋 = 𝜇 và Var(𝑋)= 𝜎2 thì 𝐸(𝑆2) = 𝜎2. 
Chứng minh. 

Từ định lí 2 suy ra  

𝐸(𝑆2) =
𝑛

𝑛 − 1
𝐸(𝑆̂2) =

𝑛

𝑛 − 1
.
𝑛 − 1

𝑛
𝜎2 = 𝜎2. 

 

2. Chứng minh về phân phối của một số đặc trưng mẫu 

Bổ đề 1. Giả sử 𝑋𝑖 , 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛 là các biến ngẫu nhiên độc lập có cùng phân phối 

chuẩn 𝑁(𝜇, 𝜎2) với biến ngẫu nhiên gốc 𝑋. Khi đó, 𝑋̅  và 𝑆2 là các biến ngẫu nhiên độc lập. 

Chứng minh.  

Đầu tiên, ta chứng minh 𝑋̅ độc lập với 𝑋𝑖 − 𝑋̅, 𝑖 = 1,2, . . , 𝑛. Thật vậy, vì 𝑋𝑖 , 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛 là 

độc lập nên hàm phân phối đồng thời là  

𝑓𝑋1,…,𝑋𝑛
(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) =

1

(2𝜋)
𝑛
2𝜎𝑛

exp {−
1

2
∑ (

𝑥𝑖 − 𝜇

𝜎
)

2
𝑛

𝑖=1

} 
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Đổi biến 

𝑌1 = 𝑋̅ 

Khi đó 

𝑋1 = 𝑌1 − (𝑌2 + ⋯ + 𝑌𝑛) 

𝑌2 = 𝑋2 − 𝑋̅  
𝑋2 = 𝑌2 + 𝑌1 

𝑌3 = 𝑋3 − 𝑋̅ 
𝑋3 = 𝑌3 + 𝑌1 

… 
… 

𝑌𝑛 = 𝑋𝑛 − 𝑋̅ 
𝑋𝑛 = 𝑌𝑛 + 𝑌1 

 
 

 

 

 

Định thức Jacobi khi đó là  

||

1 −1 −1 … −1
1
1

1
0

0
1

…
…

0
0

⋮
1

⋮
0

⋮
0

⋮
…

⋮
0

|| = 𝑛 

Suy ra 

𝑓𝑌1,𝑌2,…,𝑌𝑛
(𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛) = 𝑛𝑓𝑋1,…,𝑋𝑛

(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 𝑛𝑓𝑋1,…,𝑋𝑛
(𝑥1, 𝑦1 + 𝑦2, … , 𝑦1 + 𝑦𝑛) 

                                         = 𝐶. 𝑒𝑥𝑝 {−
1

2
∑ (

𝑥𝑖−𝜇

𝜎
)

2
𝑛
𝑖=1 }, trong đó, C là hằng số. 

Mặt khác, tương tự biến đổi trong định lí 2, ta có 

∑ (
𝑥𝑖 − 𝜇

𝜎
)

2
𝑛

𝑖=1

=
1

𝜎2
∑(𝑥𝑖 − 𝜇)2 =

1

𝜎2
[(𝑥1 − 𝑥̅)2 + ∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)2

𝑛

𝑖=2

+ 𝑛(𝑥̅ − 𝜇)2]

𝑛

𝑖=1

 

 

=
1

𝜎2
[(∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅

𝑛

𝑖=2

))

2

+ ∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)2

𝑛

𝑖=2

+ 𝑛(𝑥̅ − 𝜇)2]  

 

=
1

𝜎2
[(∑ 𝑦𝑖

𝑛

𝑖=2

)

2

+ ∑ 𝑦𝑖
2

𝑛

𝑖=2

+ 𝑛(𝑦1 − 𝜇)2]                    

 

Hàm mật độ đồng thời của 𝑌1, 𝑌2, … , 𝑌𝑛 là  

𝑓𝑌1,𝑌2,…,𝑌𝑛
(𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛) = 𝐶exp {

−1

2𝜎2
[(∑ 𝑦𝑖

𝑛

𝑖=2

)

2

+ ∑ 𝑦𝑖
2

𝑛

𝑖=2

+ 𝑛(𝑦1 − 𝜇)2]}        

                                                     = 𝐶exp {
−1

2𝜎2
[(∑ 𝑦𝑖

𝑛

𝑖=2

)

2

+ ∑ 𝑦𝑖
2

𝑛

𝑖=2

]} exp {−
𝑛

2𝜎2
(𝑦1 − 𝜇)2} 

= 𝐶. ℎ(𝑦2, … , 𝑦𝑛)𝑔(𝑦1).            
Suy ra, 𝑌1 = 𝑋̅ độc lập với 𝑌𝑖 = 𝑋𝑖 − 𝑋̅, 𝑖 = 2, … , 𝑛.  
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Hơn nữa,  𝑋1 − 𝑋̅ = − ∑ (𝑋𝑖 − 𝑋̅)𝑛
𝑖=2 . Từ đó ta được 𝑌1 = 𝑋̅ độc lập với 𝑌𝑖 = 𝑋𝑖 − 𝑋̅, 𝑖 =

1, 2, … , 𝑛.  
Ta lại có, 𝑆2 là một hàm của 𝑋𝑖 − 𝑋̅, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 nên 𝑆2 độc lập với 𝑋̅. 
 

Định lí 4. Cho mẫu ngẫu nhiên 𝑊 = (𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛). Giả sử 𝑋𝑖 , 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛 là các biến ngẫu 

nhiên độc lập có cùng phân phối chuẩn 𝑁(𝜇, 𝜎2) với biến ngẫu nhiên gốc 𝑋. Khi đó  

1. 
𝑋̅−𝜇

𝜎
√𝑛~𝑁(0,1), 

2. 𝑉 =
(𝑛−1)𝑆2

𝜎2
~𝜒𝑛−1

2 , 

3. 
𝑋−𝜇

𝜎
√𝑛~𝑇𝑛−1. 

Chứng minh.  

Từ tính chất của phân phối chuẩn (đã được trình bày trong báo cáo học thuật kì 1 năm học 

2020-2021 của tác giả), dễ thấy  
𝑋̅−𝜇

𝜎
√𝑛~𝑁(0,1).Tiếp theo ta sẽ chứng minh 𝑉 có phân phối 

“chi – bình phương” với 𝑛 − 1 bậc tự do. 

Trước hết, theo bổ đề 1,  𝑋̅  và 𝑆2 là các biến ngẫu nhiên độc lập. 

Xét trường hợp 𝜇 = 0, 𝜎 = 1. 

Giả sử  𝑆𝑛
2 = S2 =

1

𝑛−1
∑ (𝑋𝑖 − 𝑋)

𝑛

𝑖=1

2

 nên  𝑉 =
1

𝜎2
∑ (𝑋𝑖 − 𝑋)

𝑛

𝑖=1

2

. 

Mặt khác từ  

𝑋𝑛+1  =
∑ 𝑋1

𝑛+1
𝑖=1

𝑛+1
=

𝑋𝑛+1+𝑛𝑋𝑛

𝑛+1
= 𝑋𝑛 +

1

𝑛+1
(𝑋𝑛+1 − 𝑋𝑛), 

Suy ra 

𝑛𝑆𝑛+1
2 = ∑(𝑋𝑖 − 𝑋𝑛+1)

2
=

𝑛+1

𝑖=1

∑ (𝑋𝑖 − 𝑋𝑛 −
1

𝑛 + 1
(𝑋𝑛+1 − 𝑋𝑛))

2
𝑛+1

𝑖=1

                                     

           = ∑ [(𝑋𝑖 − 𝑋𝑛)
2

− 2(𝑋𝑖 − 𝑋𝑛)
𝑋𝑛+1 − 𝑋𝑛

𝑛 + 1
+ (

1

𝑛 + 1
)

2

(𝑋𝑛+1 − 𝑋𝑛)
2

]               

𝑛+1

𝑖=1

 

            = ∑(𝑋𝑖 − 𝑋𝑛)
2

+ (𝑋𝑛+1 − 𝑋𝑛)
2

𝑛

𝑖=1

− 2
(𝑋𝑛+1 − 𝑋𝑛)

2

𝑛 + 1
  + (

1

𝑛 + 1
)

2

(𝑋𝑛+1 − 𝑋𝑛)
2
    

                           

= ∑(𝑋𝑖 − 𝑋𝑛)
2

+
𝑛

𝑛 + 1
(𝑋𝑛+1 − 𝑋𝑛)

2
𝑛

𝑖=1

                                                                  

= (𝑛 − 1)𝑆𝑛
2 +

𝑛

𝑛 + 1
(𝑋𝑛+1 − 𝑋𝑛)

2
.                                                                        
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Với 𝑛 = 1 thì 𝑆2
2 =

1

2
(𝑋2 − 𝑋1)2. Từ 

𝑋2−𝑋1

√2
∼ 𝑁(0,1) suy ra 𝑆2

2 ∼ 𝜒1
2.  

Giả sử với 𝑛 = 𝑘 thì (𝑘 − 1)𝑆𝑘
2 ∼ 𝜒𝑘

2. Khi đó, với 𝑛 = 𝑘 + 1 ta có 

𝑘𝑆𝑘+1
2 = (𝑛 − 1)𝑆𝑘

2 +
𝑘

𝑘 + 1
(𝑋𝑘+1 − 𝑋𝑘)

2
. 

Từ 𝑋𝑘+1 − Xk ∼ 𝑁 (0,
𝑘+1

𝑘
) ta suy ra 𝑘𝑆𝑘+1

2 ∼ 𝜒𝑛
2.  

Trường hợp tổng quát làm tương tự. Chú ý rằng,  
𝑋𝑖−𝜇

𝜎
~𝑁(0,1), 𝑖 = 1,2 … , 𝑛. 

Như vậy, thống kê 𝑉 =
(𝑛−1)𝑆2

𝜎2
 có phân bố “chi – bình phương” với 𝑛 − 1 bậc tự do. 

Cuối cùng, ta chứng minh phân bố của thống kê 
𝑋−𝜇

𝜎
√𝑛. 

Ta đã có,  
𝑍0

√
1

𝑛
∑ 𝑍𝑖

2𝑛
𝑖=1

~𝑇𝑛  trong đó,  𝑍0, 𝑍1, … , 𝑍𝑛 là các biến ngẫu nhiên độc lập, có cùng 

phân phối chuẩn tắc 𝑁(0,1).  Suy ra 
𝑍0

√𝜒𝑛−1
2

𝑛−1

=
𝜎.𝑍0

𝑆
~𝑇𝑛−1. Lấy 𝑍0 =

𝑋−𝜇

𝜎
√𝑛 ta thu được 

𝑋−𝜇

𝜎
√𝑛~𝑇𝑛−1. 
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KẾT LUẬN 

 

Các đặc trưng mẫu có thể nói là phần không thể thiếu trong nghiên cứu thống kê cũng như 

trong nội dung giảng dạy thống kê của các trường đại học, cao đẳng. Báo cáo đã trình bày lại 

đầy đủ định nghĩa, tính chất và chứng minh tính chất của ba số đặc trưng mẫu cơ bản nhất là 

trung bình mẫu, phương sai mẫu và phương sai mẫu hiệu chỉnh. Báo cáo cũng chỉ ra và chứng 

minh về phân phối của ba đặc trưng mẫu nêu trên. Từ đó, báo cáo cung cấp tài liệu tham khảo 

cho các giảng viên giảng dạy thống kê toán học và các em sinh viên có nhu cầu tìm hiểu sâu 

kiến thức. Trong tương lai, với mục đích hoàn thiện giáo án, tạo nhiều bài giảng hấp dẫn, gần 

gũi cuộc sống và cung cấp nhiều tài liệu tham khảo bổ ích cho sinh viên, tôi sẽ tiếp tục nghiên 

cứu và làm rõ hơn những lý thuyết trong giáo trình cũng như ứng dụng của toán học trong 

thực tế đời sống cũng như ứng dung của toán học trong nhiều lĩnh vực khác.    
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